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LINIE WPEYWU W BELCE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEJ]
(Przyktad liczbowy)

Zacznijmy od zdefiniowania pojecia linii wplywu (uzywa sie tez pojecia linii wplywowey).
Linia wplywu lwW, jest to zaleznos¢ funkcyjna, ktora okresla wartosé wielkosci W

w ustalonym miejscu o danej konstrukeji zaleznie od miejsca potozenia x jednostkowego
obciazenia P =1 (lub M = 1), tzn.

lw W, = Wa(z) (1)

PRZYKEAD. Wyznaczyé linie wptywu: Iw R4, Iw R, Iw Mp, Iw M, Iw T, w belce sta-
tycznie niewyznaczalnej pokazanej na rys. 1, ktora jest utwierdzona na prawym koncu B i
podparta sprezyscie na lewym koncu A. Na rys. 1b,c,d,e pokazano przyjety uktad podsta-
wowy metody sit (UPMS), zwroty poszukiwanych wielkosci, stan X; = 11 odpowiadajacy
mu wykres momentéw M, oraz lw Mo(f)) w UPMS.

@) +——¢

Rysunek 1: (a) Belka 1-krotnie statycznie niewyznaczalna, n = SSN = 1, o sprezyscie
podatnej podporze A, obciazona jednostkowa sita P = 1 o zmiennym potozeniu z; (b)
UPMS, w ktérym moment na podporze B zastapiono sita nadliczbowa X (z) = Mp(x)
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ROZWIAZANIE

Dane: sztywno$¢ gietna belki EI = EI, = const., sztywnosé¢ podpory A, ks = %EIO,
dtugosé belki =6 m, z, =4 m, 2/, = —x, =2 m.

Wskutek zmiennego potozenia x sity P = 1, poszukiwane wielkosci w analizowanej
belce zaleza od z. Uktad rownan kanonicznych metody sit redukuje sie w tym przypadku,
n =SSN =1, do jednego réwnania

011.X1(2) + 1p(x) = 0 (2)

Z réwnania (2), uwzgledniajac oznaczenie (1), otrzymujemy ogélny wzér na linie wplywu
sity nadliczbowej X;:
O1p(
1w&zxum=—iil (3)
o1
Wielko$é przemieszczenia 917 wywolanego stanem X; = 1, zob. rys. lc, obliczymy wg

znanego wzoru

14 X1=1 X;1=1
M, M LRy
0 EI kA

Catkujac sposobem Wereszczagina-Mohra, zob. wykres M; na rys. 1d, otrzymujemy

511 =

1 6-1 2 1.4 41
011 = — =1 66 _ 5
T E 3 "1 T 1sEL ©)
Przemieszczenie d1,(z), ktore jest funkcja przylozenia z sity P = 1, obliczymy w

dwojaki sposob.
SPOSOB 1: Skorzystamy bezposrednio ze wzoru definiujacego

l (o) X1=1 P
MM, R ‘R
P 4 A A (6)
o EI kA

5119(95) =

W tym celu wykorzystamy wykresy przedstawione na rys. 2

Rysunek 2: Wykresy momentéw gnacych w UPMS: MISO) — wywotany sitg P = 1, oraz
M; — wywotany sitg X; =1
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Caltke we wzorze (6) obliczymy sposobem Wereszczagina-Mohra, jak ponizej

Ry RE
§+ATA (7)

: ) ¢ (o)
1, () /0 Ml(f)f\g;} (x’f)d§+/ Ml(g)J\b{]} (2,6,

1 [z-z-2 2 x_i_x’-:c':c’ 2
20 3/ 20

1 1 2
I | S |
El, T3 )+6 ¢ ﬂ ®)

37
1 1, 13 5
= —— =T 9
zno(:mx +189”3) )

gdzie uwzglednilismy, ze ' = ¢ — x.

SPOSOB 2: Skorzystamy z twierdzenia Maxwella o wzajemnosci przemieszczen, zgodnie
z ktorym zachodzi réwnosé

O1p(7) = Oy () = y(x) (10)
gdzie y(x) oznacza ugiecie belki pod sila P = 1 wywotlane silag X; =1 (tutaj w UPMS).
Ugiecie y(x) mozemy obliczy¢ catkujac rozniczkowe réwnanie réwnowagi belki w stanie

X, = 1. Kolejno otrzymujemy

ELy" = —M@jE—me:—% (11)
ELy - c-% (12)
Oy - 2£

I D4Ce— ™

El,y = D+ T= o (13)

State catkowania C, D wyznaczymy z warunkéw brzegowych (podparcia) belki pokazanej
na rys. lec:

) )

r=0 Y=Ya= 3T = 3 (14)
13

r=0=6: y=yp=0 :>C':E (15)

Podstawiajac wartos$ci wartosci D i C' wg (14) i (15) oraz ¢ = 6 do wzoru (13) otrzymujemy

1 1 13 D
dp1(z) =y(z) = i <—%x3—|—ﬁm+§> (16)

czyli, zgodnie z oczekiwaniami, t¢ samg funkcje co dla d1,(x) wg wzoru (9).

Teraz ze wzoru (3)mamy

1

MMEM@ZQ(

2® — 26 — 60), dla 0<z<(=6 (17)
Ponadto, dla przyjetego tu UPMS zachodzi

1
MMgzmxy:§@ﬁ—%x—my dla 0<z2</=6 (18)
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Ogodlnie rzecz ujmujac, gdy znamy wielkosci nadliczbowe X, i = 1...n, linie wplywu
dowolonej wielkosci w uktadzie statycznie niewyznaczalnym lw W, = lw wi obliczamy
zgodnie ze wzorem (zasada superpozycji obowiazujaca w uktadach liniowych):

Iw W, = lw W + Y W=t lw X; (19)

i=1
lub wyrazajac go explicite jako funkcje potozenia x sity P =1,

Wa(o) = WO@) + 3 W= Xi(a) 20

gdzie WXi=! oznacza wartosé wielkosci W w miejscu o od X; = 1 w UPMS.

W tym przyktadzie wzér (19) dla poszukiwanych linii wptywu przyjmuje postac:

WwRy = IWwRY + RO . lwx, (21)
WwRp = lwRY + RS 1w X, (22)
lw M, lw M + M= w X (23)
lw T, lw T + 757w X (24)
Zgodnie z rys. 1b,c,d, zachodzi
1 1 2 1
RX1=1 — RX1=1 - _ MX1:1 _ - TX1:1 — 25
A 67 B 67 « 37 a 6 ( )
a linie wpltywu w uktadzie statycznie wyznaczalnym okreslone sa wzorami
R(:)(x) = 1- %, dla0 <z </, czyli P € (A B) (26)
R9®z) = % dla 0 <z < ¢, czyli P € (A, B) (27)
x, RSBO) (x), dla 0 <z <z,, czyli P € (A, )

(x) . o) dla z, <z < /¥, czyli P € (a, B) (28)

dla 0 <z <y, czyli P € (A, )

o 29
% (ZE’) (o) dla To <X S 67 CZYH P e (a,B> ( )

W szczegélnosci dla linii wptywu reakcji na podporze A w uktadzie rzeczywistym,
lw R4, zgodnie ze wzorami (21), (26), (25); 1 (17), otrzymujemy
x 1 1

- — (2° — 26z — 60)

lwRy=Ra(zx) = 1— +6 5

6
1
= 15 (2° — 108z +432), dla0 <z <6, czyli P € (4, B) (30)
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Podstawiajac linie wlywu wg wzoréow (26) — (29), wspétezynniki (25) i linie wplywu
nadliczbowej X; wg (17) do formut (21) — (24), dochodzimy do koficowych wzoréw na
linie wplywu szukanych wielkosci w uktadzie rzeczywistym

1
IwRs = Ry(z) = 102 (z° — 108z +432), dla0<z <6, czyli P € (4, B) (31)
1
lwRp = Rp(z) = 0 (=2 + 10824 60), dla0 <z <6, czyli P € (A, B) (32)

;

4
@(;U3+1533—60), dla 0 <z <4, czyli P € (A a)

lwM, = M,(x) = 4 (33)
193 (2 — 1182 +432), dla4 <z <6, czyli P € (o, B)
(1
472(:53—1081:—60), dla 0 <z <4, czyli P € (A, )
WwT,=Ty(z) = ] (34)
199 (2° — 108z +432), dlad <z <6, czyli P € (o, B)

Wykresy linii wptywu wg wzoréw (17), (31) — (34) pokazuja rys. 3 - rys. 7.

—1.24
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Rysunek 3: Linia wptywu sity nadliczbowej X; = Mp, lw X; = X ()
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Rysunek 4: Linia wptywu momentu zginajacego w przekroju o — « belki, lw M, = M, (z)
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Rysunek 5: Linia wptywu reakcji R4 na sprezyscie podatnej podporze A, lw Ry = Ra(x)
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Rysunek 6: Linia wplywu reakcji Rp na niepodatnej podporze B, lw Rg = Rp(x)
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Rysunek 7: Linia wptywu sity tnacej w przekroju a — « belki, lw T,, = T,,(x)

UWAGI I WNIOSKI

1. Linie wpltywu w uktadach statycznie niewyznaczalnych sa funkcjami nieliniowymi,
natomiast w uktadach statycznie wyznaczalnych sa funkcjami odcinkowo-liniowymi.

2. Gdy sita P = P, zostanie przylozona w miejscu & = Zepyr = 2.944 m, to wywola
ekstremalny (ujemny) moment w utwierdzeniu na podporze B, ktéry wg (18) wynosi

ekstr Mp = Mp(Z ey = 2.944) = —1.354P, (35)
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3. Wskutek podatnosci podpory A, reakcja R4 od sity P = 1 przytozonej w pkt. A

jest mniejsza niz 1, a sita P = P, przytozona w pkt. A wywoluje ujemny moment
zginajacy w przekroju a — « belki
432 30

@ < ]_, Ma<l’:0) = ——PO (36)

lw RA|gdy P=1 w pkt. A = RA('TZO) = 41

. Sita P = P, przytozona w pkt. z = xy = 2.695 m nie wywotuje momentu zginajacego
w przekroju a — « belki
M (z9 =2.695) =0 (37)

. Sita P = P, przylozona w pkt. z = z, = 4 m wywoluje maksymalny moment
zginajacy w przekroju a — « belki
64

max M, = My(z, =4) = E?)PO (38)

. Wartos$¢ wielkosci W, wywotana obciazeniem ciaglym belki ¢ = ¢(x), dzialajacym

na odcinku x, — xy, obliczamy catkujac lini¢ wptywu W, pomnozona przez ¢ (lub
jak méwimy obcigzong przez q):

W, = /xk Wo(z) q(z) dx (39)

W szczegdlnosci, state obcigzenie ¢ = q, = const. roztozone na catej dtugosci belki
wywola w niej nastepujace sity i momenty:

? =6

1 81
Ri= | R dr = q, — (2® — 108 x 4+ 432) dx = — ¢, 40
2= [ Ra@a@dr=a [ 45 @ 1080 +432)de = T, @0

oraz

165 252 4 83
= X, = -——"= M, = —— T, = —— 41
RB 41 4o, 1 41 4o, « 41 4o, « 41 4o ( )

KONIEC PRZYKLADU



